COLEGIUL NATIONAL ¥ [0
»VASILE LUCACIU”

BAIA MARE I

MINISTERUL EDUCATIEI §1
CERCETARII STIINTIFICE

Concursul “PRIN LABIRINTUL MATEMATICII”
editia a X-a, Baia Mare, 24 ianuarie 2015
CLASA a lV-a
Barem
Subiectul 1.

a) in sirul 2015, a, 2007, b, ¢ suma oricaror trei termeni consecutivi este aceeasi.
Sa se calculeze a-c.
b) Pe niste bilete sunt scrise numere naturale (cate un numar pe fiecare bilet), astfel
incat suma si produsul lor sunt egale cu 12. Aflati numarul biletelor.
( Gasiti toate solutiile posibile).
Gazeta Matematica

Solutie
@) at2007+D=2007+D+C..c.eeeiiiiieiie e 2p
o e OO TP PRRPP PRI 1p
A0 = 0ttt rae s 1p
b) 12 se poate scrie ca produs 2x6, 3x4, 2x2x3. Tn scrierea acestor produse se poate
folosi un numar convenabil de 1.........ccccoooeiiiiiiiiiiii e lp
Avem:
2+6+1+1+1+1; 3+4+1+1+1+1+1; 242+3+1+1+1+1+1 i, 1p
Numarul biletelor poate fi 6,7 sau 8.........cceeeevviiiieiiiiieeee e, lp.
Subiectul 2

Un elev a cumparat 8 caiete si 12 creioane pentru care a platit 144 lei.

Un alt elev a cumparat 10 caiete s1 15 creioane de acelasi fel cu colegul sau.
a) Aflati cati lei a incasat libraria de la cei doi elevi?
b) Cati lei costa un creion daca un caiet costa de 3 ori mai mult?

Solutie
a) 2 caiete si 3 creioane Ccosta ................. 144:4=36 lei.........ccueeenn..... 2p
10 caiete si 15 creioane costa.............. 36X5=180 lei...cceerreeeurenne. 2p
Tn total s-a incasat ....... ....cceveeee. 144+180=324 l€i.....c.c.c0evrvrrnen 1p
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Subiectul 3.

O urna contine bile albastre si bile rosii. O persoana a inventat urmatorul joc:
Extrage succesiv bile, una cate una, pana cand constata ca pentru prima data numarul
bilelor albastre extrase este egal cu numarul bilelor rosii extrase. La unul dintre jocuri
constata ca in final au fost extrase 10 bile si ca nu exista trei bile de aceeasi culoare
extrase consecutiv. Sa se arate cd n aceastd situatie a cincea si a sasea bila extrase au
culori diferite.

Solutie
Incepem jocul.
Cazul 1. 1a,2a (altfel jocul se opreste),3r ( nu avem trei bile consecutive de aceeasi culoare), 4a

(AIEFE]l JOCUL SE OPIESLE)...uveuvieurieeietieiiieieste ettt ettt et te et e e teeere e b e eaeesteesseeseesseessessseseenseans 3p
Din acest moment avem doua sub cazuri: 5a implica 6r (altfel avem 3 bile consecutive de aceeasi
culoare sau 5t implica 6a ( altfel Jocul S€ OPreSte)......cceeruirieruieriirierieieeeeee e 2p
Cazul 11 este identic NUMAL €A & AEVINE F....c.vecvieieeiie et 1p
Continuarea jocului pand labilaa 10-a..........ccooiiiiiiiiii i Ip.

Problema se poate rezolva si pornind de la bila a 10-a ,gandind la fel.

Baia Mare, str. Culturii, nr. 2, cod postal 430282
‘JL Telefon si fax: 0262211943, mobil secretariat: 0730123630
Cod fiscal 3825932, e-mail: lucaciu@lucaciu.multinet.ro

COLEGIUL NATIONAL
VASILE LUCACIU



MINISTERUL EDUCATIEI $I

COLEGIUL NATIONAL I ) T1EI §
CERCETARII STIINTIFICE

»VASILE LUCACIU”
BAIA MARE I

Concursul “PRIN LABIRINTUL MATEMATICII”
editia a X-a, Baia Mare, 24 ianuarie 2015
CLASA aV-a
Barem
Subiectul 1.

Aratati ca numarul : a = 3+9+15+21+....+12081+8058+4031, se poate scrie ca suma de trei patrate
perfecte consecutive.

Solutie
a=(+3+5+..+4027)+ (L +3+5+...+ 4027 + 4029) + (1+ 3+ 5+...+ 4027 + 4029 + 4031) =...3p

L3454 (204 L) = (ML) e Ip
A=2014% 4+ 20057 4+ 20067 . ... et 3p
Subiectul 2.

Determinati numerele prime p si q pentru care:

p?-9q°=10+5p
Gazeta Matematica nr. 12/2014

Solutie

p? -5p=10+q® = p(p-5)=10+q°’ = p>5 —p=impar = p-5=par............ 3p

p— prim

= p(p—5)=par =10+q*=par=>qeste prim i par => g =2.........ccccovvrrereeeeeeeeennn.. 3p
= P(P=5) =24 = P =T o 1p
Subiectul 3.

In 16 cutii sunt in total 27 bile, fiecare cutie continnd cel putin una si cel mult trei bile. Numarul
cutiilor ce contin o bila nu este mai mic decat 7, iar numarul bilelor din cutiile ce contin doua sau trei bile
este mai mare decat 17. Aflati cate cutii contin o bild, doua bile, respectiv trei bile.

Solutie

In cutiile cu 2 sau 3 bile, exista cel putin 18 bile. ...........covviiiiiiiiiiiiiiiiieea, Ip
In cutiile cu 1 bild, existd cel Mult 27-18= 9 Bile...........eeumeeeeei el 2p
Numarul cutiilor ce contin o bild poate fi 7,8 sau 9.......ooiiiiiiiii Ip
Cazl nr.cutii 1 bilda=7 = 7cutiicu2 bilesi2 cutiicu3 bile...........ccooiiiiiiiiiiiiii .. Ip
Caz Il nr.cutii 1 bila=8 = Scutiicu2bilesi3cutiicu3bile.............oooiiiiiiiiiiii . Ip
Caz Il nr.cutii 1 bila=9 = 3 cutiicu2 bilesi4 cutiicu3 bile...............cooiiiiiiiiiiin Ip
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Concursul “PRIN LABIRINTUL MATEMATICII”
editia a X-a, Baia Mare, 24 ianuarie 2015
CLASA aVl-a

Barem
Subiectul 1.

Numerele abc au proprietatea aaa” + bbb~ +coc. =12212,
a) Determinati numerele 9bc .

b) Determinati numerele abc.

R.M.T. nr. 4/2014-prelucrare
Solutie

2) 999° + bbb’ +coc” =1221% = 81+b? + ¢ =121 <> b? +¢? = 40.
Dar u(a?)u(b?)u(c?)e {14569} b=0,c#0=b=2,c=6 sau invers=> abc < {962,926} ...3p
b) Utilizand scrierea in baza 10 si descompunerea in factori ai lui 1221, egalitatea din enunt devine
aaa’ +bbb” +coc’ =112 -111% = a® +b? +¢2 =121
Dar u(a?)e {0,1,4,5,6,9} si cum a=0,b#0,c 0= u(a?)ulb?)u(c?)e {14,569}
1) ul@®)=1=aefL9}
e a=1=Db"+c?=120=u(b® +c?) :O:>u(b2 +cz): u(4+6) sau u(l+9)
Analizand toate situatiile u(b®) = 4, u(Cz): 6 si ub®) =1 u(cz): 9 nu obtinem solutie.
e a=9=b*+c°=40=b=2,c=6
Dar ordineain a?+b? +c? =121 nu conteazi , rezulta abc e {962;926;692;629;269;296}
2) u(az): 4 nu mai trebuie
3) u(a?)=6 numai trebuie
4) u(a?)=9 nu mai trebuie
5) u(a®)=5=b%+c? =96=u(b’)e 15} = ulb?)=1=>be {19} =>c? =95 sau ¢* =15

Subiectul 2.
2011 2014 . 2012 2013
+ b= +

a) Comparati numerele a=——+——si b=——+——
2012 2015 2013 2014

b) Generalizare: Comparati numerele a = N + n+3 sib= n+l + n+2 ,neN”.
n+l n+4 n+2 n+3
Solutie
a) a= 2011 N 2014 1 1 1 5 1 1

A=+ o1- +1- —2- .
2012 2015 = 2012 = 2015 2012 2015
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2012 2013 1 1 1 1
b= + =1- +1- =2
2013 2014 2013 2014 2013 2014

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
=>b=2- - + + - - =a+ - - —
2012 2015 2012 2015 2013 2014 2012 2013 2014 2015

=b=a+ — >
2012-2013 2014-2015

b) Pentru cazul general procedam analog

n n+3_2 1 1

a=—— JR— -
n+l n+4 n+l n+4
b=2—i—i=2_1_1+1+1_1_1
n+2 n+3 n+l n+4 n+l n+4 n+2 n+3
=a+ 1 - 1 >a=>b>a 3
(n+1)(n+2) (n+3)(n+4) .................................................... p
Subiectul 3.

Pe dreapta d alegem un punct O si de aceeasi parte a lui O, ludm punctele A, A,,..., A, (1n aceasta
ordine) astfel incat OA =1, A A, =2, A, A, = 3,...etc. Pe semidreapta opusi lui [OA , consideram punctele
B,,B,,.... B, (de ladreapta la stanga) astfel incat OB, = p,B,B, = p—1,B,B, = p—2,...etc. Fie M mijlocul
segmentului |A, BpJ.

a) Aflati lungimea segmentelor [OA, | si [OBpJ.

b) Aflatik sip stiind ca AM =3.( toate segmentele sunt masurate cu aceeasi unitate de masura)

Solutie
a) OA = k(k2+1),osp —14243+.4 p:w ....................................... 2p
oy Ap, KD p(+D g kD) | p(p+D)
p 2 2 P 4 4
1) Daci k< p=M [OB, si OM =OB, —B,M = p(Tl) - k(k4+1)
Dar OM =AM —OA =3-1=2= p(Tl) - k(k4+1) 2=
= (P—K P+K+L)=8=K =3P =4 i 2p
2) Daci k>p=M c[OA si OM =OA —~AM = k(k4+1)— p(Tl)
Dar OM =AM +0A =4 = (k—p)p+k+1)=16=K=8,p=7..cccc..eevviirrrrerren..... 2p
) I G oI 1L 10311 11 (< PP Ip
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Concursul “PRIN LABIRINTUL MATEMATICII”
editia a X-a, Baia Mare, 24 ianuarie 2015
CLASA a Vll-a
Subiectul 1.
a) Fie a,b,c,x,y,z numere reale nenule astfel incat:
1 1 1
x=bc+a,y=ac+5,z=ab+z siax+by+cz=1.
Sa se deduca o relatie numai intre a,b,c si o relatie numai ntre x, y si z.
b) O foaie de dimensiune 9x9 este impartita in 81 de patratele de dimensiuni 11 , pe care sunt

scrise numerele de la 1 la 81, fiecare intr-un patratel. Sa se arate ca exista un patrat de dimensiune
22 astfel ca suma numerelor din cele patru patratele sa fie cel mult 198.

Solutie.
aA)ax =abc+ 1,by =abc+1,0Z =aDCH 1 .o 1p
ax+by+cz=3abc+3,ax+by+cz=1=>abc=—§ .......................................................... 1p
ax=abc+1=>ax=§,analogby=cz=§ ............................................................................... 1p
=L y=Lt =ty = = xyz = —— 1
z)— Y T E T XYL T e TR XYL T T p
Din patrat tdiiem doua benzi de latime 1, rimanand un patrat 8 8 pe care-1 impartim in 16 patrate de
QIMENSIUNT 2X2 oottt e sttt e se e s et e et e te st e st e e beeseese e st e e e seeseeseesteeneeneenes 1p
S-au eliminat 17 patratele, deci suma numerelor din patratele raimase este cel mult 18+19+...+81=99- 32.
Suma numerelor din cele 16 patrate de dimensiuni 2x2 este cel mult 99- 32 ..., 1p
Deci cel putin unul din patrate va avea suma numerelor cel mult % =99-2=198 ..... 1p
Subiectul 2.

Se considera trapezul ABCD cu AB|| CD. Fie O punctul de intersectie al diagonalelor trapezului,
M mijlocul segmentului BC si N mijlocul segmentului AD. Sa se arate ca perimetrul triunghiului MON este
jumatate din perimetrul trapezului ABCD daca si numai daca diagonalele trapezului sunt perpendiculare.
Solutie.

= Daca AC 1 BD atunci A AOD si A BOC sunt dreptunghice in O

OM, ON mediane = OM =Z2§i ON =22 ..ot 1p
MN linie mijlocie in trapez= MN = AB;’CD ..................................................................................... 1p
Poun = OM + ON + MN =224 2 B2 = ZABD sttt 1p
& Daci Poyy = 2L = OM+ON+MN ==+ 2+ 2 oM+ ON =22+ 2. 1p

Daci m(£40D) = m(£4BOC) < 90° atunci ON > % si OM > % = OM + ON > BZ—C + % ......... 1p
Daci m(£40D) = m(£4B0C) > 90° atunci ON < % si OM < % = OM + ON < BZ—C + % .......... 1p
Deci OM + ON = == + 22 = m(440D) = M($B0C) = 90" ..ooccoomivescrimsesossossoesesosc 1p
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Subiectul 3.
Se considerd o multime AcZ care are proprietatile:
(1) 0eA

(2) daca a,beZsi 2a-3beA atunci a€A si beA.

Sa se arate ca A = Z.
Gazeta Matematica nr. 12/2014
Solutie.

Fie a=3k, b=2k, ke Z.

Atunci 2a-3b=0€ A si aplicand propritatea (2) rezulta ca 3k€ A si 2ke€ A pentru orice keZ ............. 3p
In particular 3€A.

Fie a=3k+3, b=2k+1, ke Z.

Atunci 2a-3b=3 € A si aplicand proprictatea (2) rezulta ca 3k+3€ A si 2k+1€A pentru orice KEZ ....3p
2ke A 2k+1eApentruorice KEZ=Z CASI A C Z,dECIi AT Z oeeeeereeereesestssssssssssesssssssssssssssnsenns 1p
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COLEGIUL NATIONAL MIN ISTERUL EDUCATIEI SI
,.VASILE LUCACIU” CERCETARII STIINTIFICE
BAIA MARE

Concursul “PRIN LABIRINTUL MATEMATICII”
editia a X-a, Baia Mare, 24 ianuarie 2015
CLASA aVlll-a
Barem

Subiectul 1.
1 1 1

\/2+\/§+\/3+\/§+m+ n+\/n2——l

a) Sd se determine S, .

Fiesuma S = ,neN,n>2.

: . n
b) Pentru ce valori ale lui neN,n>2,avem S, < \/;-I-\/E—l?

Solutie

S._ 1 1 1
V2 \/4+2\/§+\/6+2\/§+m+ 2n+2+/n? -1
1 1 1 1

+ 5+ 5ot 5
w/(\/§+1)2 \/(\/Z+\/§) \/(\/§+\/§) \/(«/n+1+\/n—1)
1 1 1 1
B+l a2 J5a3 T Vnilen-i
V3-1 Va-V2 53 Vn+i-Vn-1_Vn+l+Vn-V2-1

2 2 2 2 B 2
_\/n_+1+\/_—\/§—1
" V2

a)

=S

b)

s, <\E+J§—1:> V”*“\/‘/E“/E‘%\/g+\/§—1:>—”‘;_1‘1<ﬁ:>\/n+1—1<2
2 2

=J/n+1<3=n+1<9=n<8,dar neN,n>2=ne {23, 7} v, 2p

Subiectul 2.
a) Daca a,be N si Ja++/b eN, si se demonstreze ci va e N s JbeN.

b) Determinati valorile lui n e N pentru care 2009+ n +~/2009—n e N..
Solutie

a) Presupunem a,beN,a>b si Ja++b eN. Putem rationaliza si obtine _azb eN,
Ja-b
6 UNTE VA =D € N oo 1p

DeunderezultécéZ\/aeN 2\/56Q:>\/_:m,m,n€ N,(m,n):1: a-n‘=m?*
n
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:>n‘m2 =nm=n=1 —Ja=neN
Se analizeaza sicazul @=D...............oiii 2p
b) Observam ca n=0nu convine.
Pentru ne N deducem ci +/2009+n, ¥/2009—n e N.
Notim atunci 2009 +n=k?,2009-n= p?,k, pe Nk > p=k*+ p® =4018...1p

Cum 7|4018 examindm resturile posibile ale impartirii lui K si p la 7. Un patrat perfect poate

da resturile 0, 1, 2 sau 4 la impartirea cu 7, deci, pentru ca 7‘k2 +p? trebuie 7|k si 7|p.....1p

Atunci k =7a, p=7b,a,be N,a>b siobtinem a® +b?> =82.....ccececevvvrveeerererrrnnn, 1p
Singura variantaeste a=9,b=1=k=63,p=7=nN=1960......c.cccecuvrrrrrrrrcrrrrrrrrrrr. 1p
Subiectul 3.

Fie triunghiul ABC si notim a=BC,b= AC,c = AB,a=b = c = a. In varfurile triunghiului

ABC , de aceeasi parte a planului se ridica perpendicularele AA' = %, BB' = % , CC' = % .
Notam cu G centrul de greutate al triunghiului ABC , iar cu O" centrul cercului circumscris
triunghiului A'B'C".

Sa se arate ca

a) [GAa]=[cB]=[GC']
b) GO’ L(AB'C)

Solutie
2, A2) 42
a) In AABC avem AG =§ma si m2 = 2(b +Z ) T 1p
2, ~2)_ a2
:>AGZ:2(b +;) e 1p

aV3 ) 2(b2 +cz)— a’
Aplicand T. Pitagora in AAGA’ obtinem GA'? = AA'? + AG?® =£ j + =

2(b? +c? +a?)

............................ 1
S p
2 2 2
Analog GB'> =GC'? = 2(b +; ra ) ....................................................................... 1p
DeCi [GA']=[GB']=[GC ] ... 1p
b)  Din [GA']=[GB']=[GC'] si O’ centrul cercului circumscris triunghiului A'B'C’

=GO’ L (A'B'C)
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Concursul “PRIN LABIRINTUL MATEMATICII”
editia a X-a, Baia Mare, 24 ianuarie 2015
CLASA a IX-a

Barem
Subiectul 1.
Sa se determine partea intreaga a numarului

E= X + y + z , X Y,2>0.

\/(x+ y)-(x+2) \/(y+ z)-(y+x) \j(z+x)-(z+y)

Solutie

- 2 L Va,b > 0.(2p) obtinem X o 2X 2%

Ja-b a+b \/(X+y).(x+z)_2x+y+z>2x+2y+22

Scriind relatiile analoage si Tnsumandu-le se obtine E>1....................... ... 2p

E:\v/x.er\/y‘ij\/z'zS

X+Yy X+12 Y+Z y+X Z+X Z+Yy

Sl L.FL +1 L_FL -|-1 L-}-i :§ ......................... 2p
2\x+y X+z) 2\y+z y+x) 2(z+x z+y) 2

Deci1<E£g:>[E]:1 ........................................................................................ 1p

Utilizand

Subiectul 2.
a) Sase arate ca triunghiurile ABC si A B,C, au acelasi centru de greutate daca si numai daca

AA + BB, +CC, =0.
b) Sa se arate cd daca triunghiul A,B,C, este triunghiul median al triunghiului ABC

(triunghiul format de mijloacele laturilor triunghiului ABC), atunci ele au acelasi centru de greutate.
c) Pe laturile unui triunghi ABC considerim M € (AB), N E(BC), Pe (CA).Notém cu

H. respectiv O, ,i =1,3 ortocentrele, respectiv centrele cercurilor circumscrise

triunghiurilor BMN, CNP, AMP. Aritati ci daca AH, + BH, +CH, =0, atunci
triunghiurile O,0,0, si MNP au acelasi centru de greutate.

Solutie
a) Fie G si G, centrele de greutate ale triunghiurilor ABC si A B,C,

GG, =GA+ AA + AG,,GG, =GB + BB, + BG,,GG, =GC +CC, +CG,

e ———

Prin insumarea acestor relatii si utilizind GA+ GB + GC =0, se obtine

Baia Mare, str. Culturii, nr. 2, cod postal 430282
‘JL Telefon si fax: 0262211943, mobil secretariat: 0730123630
Cod fiscal 3825932, e-mail: lucaciu@lucaciu.multinet.ro

COLEGIUL NATIONAL
VASILE LUCACIU



MINISTERUL EDUCATIEI $I

COLEGIUL NATIONAL I , TIEI §
CERCETARII STIINTIFICE

»VASILE LUCACIU”
BAIA MARE I

AA + BB, + CC, =3GG,
Triunghiurile au acelasi centru de greutate < @ —0< AA + BB, +CC, = 0 2p
b) Fie A, mijlocul lui [BC], B,mijlocul lui [ AC],C, mijlocul lui[ AB]

AC, +BA,+CB, = %(ﬁ +BC +CA ): 0.Utilizand a) rezultd concluzia. ...... 1p

¢) Din relatia lui Sylvester avem
OH,=0B+0OM +ON,0,H, =0,C +O,P +O,N,O,H, =0,A+O,M +O,P (1)....1p
0= AH, + BH, + CH, =( AO, + OH, )+ (BO, + O,H, )+ (CO, + O,H, | =

®
- =(OM +ON )+ (O,P +O,N ) +(OgM + O} 1p
Fie X,Y,Z mijloacele laturilor [MP],[MN],[PN]
=0OM +0ON =20Y,0,P+0O,N =20,Z,0,M +O,P =20,X

Y
=>0Y +0,Z +0,X =0= 0,0,0,, XYZ au acelasi centru de greutate
Cum XYZ este triunghiul median al triunghiului MNP rezulta concluzia..............2p

Subiectul 3.
< 9 3, 3, 3 2 A
Sa se arate cd ecuatia X™ +Y +Z —(X+ y+ Z) are:
a) cel putin doud solutiiin N"xN"xN" cu X<y<z,

b) o infinitate de solutiiin Z" xZ xZ".
Gazeta Matematica nr. 11/2014

Solutie
a) Identificarea unei solutii (de exemplu X=1,y=2,Z2=3)....cccccece....... 2p
Identificarea altei solutii (de exemplu , pentru X =Y = Zse obtine X=Yy =2 =3)....2p

x=0

b) Luam , de exemplu Z =—Y si obtinem X=x*=x=1
Deci (1, y,—Yy),ye Z" sunt solutii ale ecuatiei.............co.ooveeveerrrerrerrrerrreesrenneen. 3p
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Concursul “PRIN LABIRINTUL MATEMATICII”
editia a X-a, Baia Mare, 24 ianuarie 2015
CLASA a X-a

Barem
Subiectul 1.

Fief,g:[0,1]] >R, f(X)=y1-{(@—Xx)-x si g(X):\/1—X+\&.Sése arate ca:

max (f(xprg(x))= min f(x)+ max g(x)
xe[01] xelol]  xe[0]]

Gotha Glntter, elev, Baia-Mare
Solutie

Ja=x)x s%<:>1—,/i1—xix 2%@ f(x)zi2

1 1 . 1
Fl S = o MIN T (X) = o e e 2
(2) \/E x<[0.4] x) \/E p

\/1—>(2+\/;S 1—>;+x:g(2x)<i

g(%)zﬁ:)r(g[%f(x):ﬁ .............................................................................. 2p
f(x)+g(x)§%c>(,/il—x5x—%] >0

1 1 3 3
f[E) g[Ej:EjQQ[%Xa](f(XHg(X)):ﬁ ......................................................... 3p

Subiectul 2.

m,<m, =

1-a-b
a) Fie asi b doua numere reale astfel incat 1472 = 3 si 147° = 7. Sise calculeze 4 @ .

b) Fie a,b,c>0 astfel incat a+b+c = 1. S se deduca log, (9bc)+ log, (9ac)+ log, (9ab)>0

Pentru ce valori ale numerelor a, b, ¢ are loc egalitatea?
Solutie

a) a=log,,,3b=log,,,7
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l-a-b 1
1-a=b b e Ao 2p
l1-a l-a 2
b) 33\/abc£a+b+c=1:>abcsz—17:>Iga+|gb+|g033lg%(1) ......................... Ip
E = log, (9bc)+ log, (9ac) + log,, (9ab) = lg9+lgb+lge  1g9+lga+lge  1g9+lgb+lga .1p
lga lgh lgc
Dinab,c>0 ,a+b+tc=1=a,b,c(0,1)
. 1 1 1
Fie x:—lga>0,y:—lgb>0,z:—Igc>0:E:(x+y+z—lg9{—+—+—]—3 .............. Ip
X y z

(1) <:>3Ig%2—(x+ y+z)= 2Ig%2—§(x+ y+z):>—|g92—z(x+y+z)

X y z

:x+y+z—I992%(x+y+z):>(x+y+z—|gg)£1+£+1j2%(x+y+z{l 1 1j p
X y z

Darmang:>(x+y+z{1+£+£j29:>:>(x+y+z—|g9{1+£+£j23:>EZO
X y z X y z

Egalitatea are loc pentru a=b=c = 1

Subiectul 3:

Se considera patrulaterul convex ABCD cu BC=CD. Fie punctul M situat in acelasi semiplan
determinat de dreapta AB cu punctul D astfel incat AM=BM si <« AMB

= ¥« BCD. Sa se calculeze m( &
BCD) stiind ci AD = +/3-MC .
Solutie

Fie a,b,c,d,m afixele punctelor A, B, C, D. Fie @ = m( < BCD) sifie £ =cosa +isina...1p
A=r¢(B)=a=m+({-m)-s=a-m=(b-m)-s (1)
D=r¢(B)=>d=c+(b-c)-e=d-c=(b-c)e (2

Din (1) 5i (2) rezultd d —a=(m—c)- (¢ ~1)=|d —a| =|m | -|¢ ~1| = |¢ ~1 = CI[(’: ................... 2p
- _ ae(0,7)

Dar %=\/§:>|8—1|=\/§:>=(8—1 5—1)=3:>g+g=—1:>005a=—% :O> a=2§:> m( <

BCD) =120°
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Concursul “PRIN LABIRINTUL MATEMATICII”
editia a X-a, Baia Mare, 24 ianuarie 2015

CLASA a Xl-a
Barem
Subiectul 1.
0 0 1
Se considera matricea A = <1 0 0) siM={XeM3;(R)/A-X=X"A}
0 1 0
a b c
a) Sasearate cadaca X € M, atunci exista a,b,c numere reale astfel incat X = (c a b).
b ¢ a
a b c
b) Sasecarate cadaca X = (c a b) € M5 (R),atunci exista sirurile de numere reale(a,,)en*
b ¢ a

an bn Cn

(bp)nen+s (cp)nen-astfel incat X™ = (cn a, bn> si a, +b, +¢, =(a+b+c)" pentru orice
bn Cn aTl

numar natural nenul n.

C)  Siserezolve in M5(Z) ecuatia X201° = 4.

Solutie.
a b c
a) FieX=(d e f)eM3(lR)
g h i
A-X=X-Aoa=e=isib=g=fsic=d=Hh. ..o, 2p

aTL bTL CTL

b) Se demonstreaza prin inductie matematica ca X" = (cn an bn> sia, +b,+c,=(@+b+)"
bn Cn aTL

pentrun € N*.

a b
PentrUnzlavesz(c a ),decia1=a,b1=b,01=c
b c

c
b
a

an le CTl

Presupunem X" = (Cn an bn> sia,+b,+c,=(@+b+c)"

b, ¢, a,

an bn Cn a b c An+1 bn+1 Cn+1

Xt =Xxn-X = (Cn an bn) ’ (C a b) = (Cn+1 An41 bn+1>

b, ¢, a, b ¢ a

undea,, =a-a,+c-b,+b-cy,

bn+ 1 Cn+1 An+1
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bpy1=b-a,+a-b,+ccy,cpy1=c a,+b-by,+a-cy,si
i1+ bpp1 tCpsr =@+ byt c)(@+b+c)=(@+b+ )™ e, 2p
a b c az015 D201 C2015 0 1 0
X =A=XEM= X = (c a b) = X2015 = (6’2015 az01s b2015> = (1 0 1) =
b ¢ a bao1s  C2015 Q2015 010

az015 = 0,b2015 = 1,€2015 = 0.

Ay015 + bao1s + Coo1s = (@+ b+ )P = (a+b+ )P =1=a+b+c =1l 1p
(det(X))2%15 =det(A) =1 =det(X) =1= a3+ b3+ c3—3abc =1

= (a+b+c)(@a*+b*+c*—ab—ac—bc)=1

= a’?+b?+c?—ab—ac—bc=1=(@—-b)*+b—-0c)>+(c—a)’ =2 veeveerrererrenn.. 1p
a,bceEZ=a=b=0sic=1sauc=b=0sia=1sauc=a=0sib=1
Dacia=b=0sic=1,atunciX = Asipt.ciA® = [; = X2015 = 42015 = A2 = 4
Dacic=b=0sia=1,atunciX =1 = X015 =1, # A
Dacic=a=0sib=1,atunci X = A% = X2015 = A%030 = A e, 1p

Subiectul 2.

Se considera sirul (a,),s1 definitprina; = 1si a,.; = n

> 1.

) =

1+nay
a)  Sase demonstreze ca sirul (a,),=1 €ste convergent.

b) Sasecalculeze lim 14 (i + 24t l).
n-oon aq ap an
Solutie.
1

a)a,>0,vyn=>1n€eN, % = o < 1= (ap)n»1 este strict descrescitor = (an)p>1
n n

CONVEIGENT. e 2p
b) Fielima, =1. a, >0 = [ > 0.

n—oo

Dacal > 0= lim(1+ na,) = = lim = 0 = [ = 0 contradictie,decil =0 ..2p

n—w n-o 1+ na,

Aplicand Stolz — Cesaro obtinem limi4 (i +Z 4t 1)
a

n—oo N* \aq az n
n+1

= lim Ant1 = lim ! ntl

n_)w (n + 1)4 _ n4 nﬁw an+1 " 4n3 + 6n2 + 4n + 1 EEE EEE EEE EEE EEE EES EEE SN NN EEE EEE EEE EEE NN EEE
1

..1p

1 n(n+1 1 1
= lim —— - D 1p
noodyy,; 4n3+6n?2+4n+1 n? 4 noo n?

1 1 1+ (n+ Dayyq 1
1 - 1

— l . Qnio ~ An+1 =_.1]lim An+1 An+1 —
4 noo  2n+1 4 nooo 2n+1 8

..1p
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Subiectul 3.
a)  Sase arate ca pentru orice doua matrice A, B € M, (R) are loc relatia:
det(A + B) + det(A — B) = 2(det(A) + det(B))
b) Fie A o matrice de ordin doi cu elemente reale si A* matricea transpusa.
Stiind ca det(4 + AY) = 85si det(A + 24%) = 27, si se calculeze det(4).
Gazeta Matematica nr.11/2014

Solutie.
. _(a b (X Yy
a)FleA—(C d),B—(Z t)
_la+x b+y| _ —bhe— by — v —
det(A+B)—|C+Z d+t|—ad+at+dx+tx bc —bz —cy—yz

det(A—B)=|CCl:JZC Z:{l=ad—at—dx+tx—bc+bz+cy—yz

det(A+ B) + det(A — B) = 2(ad — bc + tx — yz) = 2(detA + detB)
b)det(A + At + AY) + det(A+A" — AY) = 2(det(A + AY) + det(AY)) &
27 + detA = 2det(A + AY) + 2 det(4) & 27 = 16 + det(4) < det(4) = 11
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Concursul “PRIN LABIRINTUL MATEMATICII”
editia a X-a, Baia Mare, 24 ianuarie 2015
CLASA a Xll-a
Barem

Subiectul 1.

Sa se calculeze
a) Isin X-sin3x-sin9xdx, x e R

x? +1
b) | ——dx,xeR
) J.x“ +1
Solutie

a) sinx-sin3x= %(cos 2X — €08 4x) = sin X -sin 3x -sin 9x = %(sinllx +sin 7x —sin13x —sin 5x)

= J.sin X-Sin3x-sin 9xdx = —icosllx —icos 7X +icosl3x +i0055x+C ................. 3p
44 28 52

1 (1+J 12
b) Pentru x<0 avem G(x) = IX +1dx J' dx = j

1
x? x+? tz

1 1 1 1 1 t
Notdnd x— ==t =|1+—= |dx=dt si X’ + ==t +2=G()= | 5——dt =——=arctg—+C
X ( xzj ’ x> ® It2+2 V2 gﬁ
1
X_i
= G(X) = iarctg L OO 2p
V2 V2

O primitiva pentru f poate fi de forma
G(x)+c,, x<0

F(x)=1 c,, x =0 = F folosind continuatitatea in x =0 si luand ¢, =0 obtinem
G(x)+c;,x>0
6= o=
S NC RN
x> -1
—arctg ——, x<0
J2 xv/2
V4 x* +1
= F(x)= —_, x=0 i dX=F(X)+C,XeR..ccoovevvvrrrne.. 2
W=\ 55 Jor x=F( p
1 acg X 1 >0
V2 w2 \/_
Subiectul 2.
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Fie (G.) ungrup si mulimea Z(G) = {x € G|xy = yx, ¥y € G}. Daci x =e, pentru orice
x e G—Z(G), atunci G este comutativ.

Gazeta Matematica nr. 12 /2014

Solutie
Fie H=2Z(G) = {X € G|Xy =yX,Vy e G}. Trebuie demonstrat ca xy = yx,VX,y € G. (1)
Daca cel putin unul din elementele x ,y se afla in H, atunci relatia (1) este adevarata deoarece
elementele lui H comuta cu orice element din G........cooveiviiiiiiniieineee s 2p
In caz contrar , fie x,yeG-H=x"=¢,y’=e=>x"'=xecG-Hsi y'=yeG-H ..1p
1) Daci yxeG-H=(yx) =e=y=(yx) " si xy=xy ' =(yx)" = xy = yx.......2p
2) Daci yxgG-H=yxeH=yx=heH=x=y'h=yh=hy. Avem xy = yhy = xy =

De unde xy = yx,Vx,y € G

Subiectul 3.
. N x?
Fie I:Imdx,x>0 si J :Imdx,x>0. Calculati 1 +J,1 —J siapoi I .
Solutie
1
x4+ %3 X3+i5 1 [X4 xj X4_i4
[ +J = dx = X dx== dx = arct X +C...3
X16+1 .[ 8 1 4 ( . 1)2 \/_ g \/E p
8 X"—— 1| +2
X x4
1
J‘Xl X J~X3_15 1 (X4+X4j 1 X4+i4_\/§
1-J= dx = X dx== dx = In X +C..3p
16 2
+1 8+i8 4 [x +1j _9 82 x4+i4+\/§
X N X
4 1 4
xt-— X +—4—\/§
ot arctg x* 1 X N 1p
4
X
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